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Sumério
O método dos tableaux tem se mostrado bastante intuitivo embora ineficiente, em virtude
da dificuldade em se controlar as instanciagdes em logicas de 12 ordem. Estudos recentes
comprovaram a eficiéncia de provadoresi automaticos de teoremas baseados em tableau com
a incorporagao do algoritmo de unificagdo para a lgica cldssica de 12 ordem.
Neste artigo propomos um siste;na de tableau para as légicas modais K, T, D, K4 e S4

com a férmula de Barcan utilizando o algoritmo de unificagdo no controle das instanciages.

Palavras chaves: Provadores automaticos de teoremas, Sistema de tableau, Légica modal

e Algoritmo de uniﬁcagéo'.

1 Introducao

Apés [12] e até meados da década de 80, o sistema de tableau foi evitado coﬁlo base para
provadores automaticos de teoremas em virtude de sua ineficiéncia causada por indmeras ins-
tanciagdes de varidveis dificilmente direciondveis. Estas instancia¢des puderam ser evitadas—ou
melhor, direcionadas—por Reeves [11], com a incorporagio do algoritmo de unificagio (ef [12])
no sistema de tableau.

Estudos recentes vieram dar suporte a dedugdes mecanizadas para as logicas modais. Res-
saltamos [9], com o método de resolugio, [14] com o método de matriz com conexao e [5, 2] com
o' método de tableau com unificagio.

Neste artigo propomos um sistema de tableau para as 16gicas modais K, T, D, K4 e S4 com °
a férmula de Barcan utilizando o algoritmo de unificagdo no controle das instanciagdes.

Na secdo 2 os sisfema.s de tableaux para as 1égicas classica e modal de 12 ordem sdo apresen-
tados sob forma resumida. Na segdo 3 é apresentado o sistema de tableau com unificagao para
as légicas modais consideradas. Conclusdes sdo tecidas na secdo 4.

E assumido que o leitor esteja familiarizado com as l6gicas cldssica e modal, com o método

de resolucdo e tenha ao menos uma nogao-inicial a respeito do sistema de tableau.

TPesquisa parcialmente financiada pelo CNPq e FACEPE.
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2 Sistemas de Tableaux

O método dos Tableaux de prova refutacional para a lgica cldssica de 12 ordem é devido aos
trabalhos de Hintikka [8] e Beth [1] e apresentado (ie forma elegante, sob uma notacao uniforme
por Smullyan em [13].

Nesta segdo iremos apresentar o sistema de tableau inicialmente para a légica cléssica e,

posteriormente, para os sistemas K, T, D, K4 e 54 da l6gica modal de 12 conforme descrito.em

[4].

2.1 Sistema de Tableau para a Légica Cléssica

Regras Tipo A: aApf -(aVp) “(a=pf) -—a
! o - a
8 - -
Regras Tipo B: aVf a=f (oA B)
ol p —a | o | -6
Regras Tipo C: Vza -Jza
Vo -Jzo
a(z/t) -~a(z/t), ondetéum termo qualquer
Regras Tipo D: 3Jza -Vza
o(z/c) -~a(z/c), onde cé uma constante

nova para o tableau

2.2 Sistema de Tableau para Légica Modal com a Férmula de Barcan

Uma refutagao baseada em tableau para ldgica modal requer o uso de diversos sub-tableaux.
A criagdo e manipulagdo destes sub-tableaux vem, de uma certa forma, simular as mudancas
de mundo em uma estruturade mundos possiveis de Kripke (cf. [10]). Se a férmula de Barcan
(VzOa = OVza) é aceita como axioma, entdo as regras do sistema implicam na adigio de
férmulas a (sub-)tableaux j& existentes. Portanto, faz-se necessirio definir um aparato para

identificacao dos tableaux e suas férmulas, o que é feito a seguir.

Definigdo 2.1 Um prefixo é qualquer expressdo utilizada para dar nome a um tableau que

pode aparecer na refutagio por tableau de uma dada férmula.

A idéia é ter um nome diferente para cada tableau de uma refutacio. Entdo, uma férmula
a em uma refutagdo por tableau é unicamente identificada pelo par (7, ), onde 7 é o nome do

tableau onde « ocorre.
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Para administrar a criagao de novos tableaux e adigdo de féormulas a tableaux existentes, é
criado o operador p que aplicado a um prefixo 7 e-uma férmula o produz um dos dois resultados

abaixo:

o Cria um novo tableau, cujo nome é 7, comegando com ¢ em sua forma skolemizada e
registrando os quantificadores do tableau original, se 7 nao é um nome de algum tableau

existente.
e Adiciona a ao tableau designado pelo prefixo 7, caso contrério.

Apresentamos a seguir, o sistema de tableau para a légica modal de 12 ordem, que é formado
pelas regras do sistema de tableau para a légica cléssica proposicional acrescido das regras

especificas para cada sistema da légica modal (onde a e § sdo férmulas):

Sistema K: Formado pelas regras da légica cldssica mais as seguintes regras:

Regras Tipo E:
Oa -Qa

(T, a) p(T',=a), Onde 7' é um tableau previamente gerado por
aplicagao da regra F a uma férmula do ramo.
Regras Tipo F:
Sa -0a

(T, a) p(T",-a), onde T’ é um novo tableau.

Sistema T: Formado pelas regras do sistema K mais a seguinte regra:

Regras Tipo E-R!:
Oa -Qa

a ulsd

Sistema D: Formado pelas regras do sistema K, sendo que a restrigdo aplicada a.regra Eé
modificada para:
T’ é um novo tableau ou um tableau previamente gerado por aplicagio da regra E ou F a

uma férmula do ramo.

Sistema K4: Formado pelas regras do sistema K mais a seguinte regra:

1«R” de reflexiva.
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Regras Tipo E-T*:
Oa - -Oa

(7', 0a) p(7T',-Oa), Onde 7' é um tableau previamente gerado por

aplica¢do da regra F a uma férmula do ramo.

Sistema S4: Formado pelas regras dos sitemas T e K4.

Observagao: O leitor é convidado a verificar que a regra E pode ser eliminada do conjunto de

regras de tableau para o sistema S4, por ser redundante.

[Fim_da_Obs]

3 Sistemas de Tableaux com Unificacao

Nesta se¢do apresentamos os sistemas de tableaux com unificagio para a légica cldssica e, pos-

teriormente, para a légicas modais sendo consideradas.

3.1 Tableau com Unificagdo para a Légica Classica

O sistema de tableau com unificagdo para férmulas skolemizadas da légica clssica de 12 ordem
pode ser definido através das regras A e B do sistema sem unificagio mais a regra C abaixo e
a incorporacio do algoritmo de unificagdo na obtencio de pares de férmulas atémicas comple-
mentares. ‘

Regras Tipo C:

Vza ~Jdza
Vza -Jza
a(z/y) —~a(z/y), onde a varidvel y é nova para o tableau

3.2 Sistema de Tableau com Unificagdo para Légica Modal

Iniciamos a apresentagdo do sistema com algumas defini¢des necessarias para obtencdo da forma
normal de Skolem de uma férmula dada.
As formas normais de Prenex e Skolem sdo obtidas como na légica cléssica, considerando so-

mente os operadores externos aos operadores modais. Para exemplificar, consideremos a férmula
VzO3yP(z,y) = VzOR(z)

que tem
Y2(O3yP(f(2),y) = OR(z)

2¢T” de transitiva.

849



como uma forma de suas formas normais de Skolem.

Definigdo 3.1 A ocorréncia de uma subférmula ¢ tem uma polaridade positiva em uma
férmula se « estd no escopo de um nimero par de “=”, implicitos ou explicitos. Caso contrario,

a é dita ter uma polaridade negativa.

As regras do sistema de tableau com unificagdo sdo derivadas das regras do sistema sem

unificagdo com as seguintes modificagdes:

e Em qualquer estado do tableau, qualquer férmula est4 na forma normal de Skolem (con-

forme definido acima).

e O algoritmo de unificagdo- é usado a fim de se obter pares complementares de férmulas

atomicas.

e Depois de cada aplicacdo das regras E ou F, precisamos skolemizar a férmula resultante,

tomando os seguintes cuidados:

— Ao comegarmos um novo tableau com a férmula o, precisamos skolemizar a consi-
derando os quantificadores do tableau original como se eles fossem os quantificadores

mais externos de a;

— Ao adicionarmos @ a um tableau 7 existente, precisamos skolemizar « considerando
as varidveis quantificadas da férmula que originou 7" como se elas fossem os quanti-

ficadores mais externos de a.

e Por causa do comentdrio anterior, a regra C precisa ser modificada a fim de mantermos a
informagio dos quantificadores fora das modalidades. Assim, quando aplicamos a regra C,
a varidvel quantificada é anotada no operador modal. Como um exemplo, vamos considerar
a férmula:

VzOP(z).

Apés a aplicagao da regra C, obtemos: . -
O°P(z).

A formalizacdo da regra tipo C é apresentada abaixo.

o O processo de renomeagdo de varidveis para unificagdo fica agora sujeito & seguinte res-
trigdo: Seja O (ou =O7) uma subférmula de Vzp. Se aplicarmos a regra F a Oy (ou ~0%), |

entdo ndo podemos renomear a varidvel z quando formos unificar a férmula v (ou alguma
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de suas subférmulas) no subtableau gerado. E, indicamos este procedimento colocando

uma marca “e” antes da varidvel x.

Esta restricdo se deve ao fato de que podemos a;.p]ica.r a regra E mais de uma vez para
a mesma férmula, criando mais de uma instancia de uma varidvel quantificada fora do
operador modal e cada vez que aplicamos a regra F, geramos um novo tableau e, portanto,
nio podemos mais gerar outras intdncias desta varidvel para este subtableau. O tratamento

das varidveis com esta marca é dado a seguir.

e Sejam o uma férmula e z uma varidvel ou uma varidvel marcada na forma z = ey. Entao,

a férmula o é obtida pelas regras:

— af = a, se @ é uma férmula atémica;

- o = %, se & =

]
|

=p["Vo,sea=LpV0;

— af =Vz 4%, se a = Vz0;

— of = 0%, se @ = Of com polaridade positiva;
= 0°3°7, se @ = 0Of com polaridade negativa.
o A regra tipo C é agora modificada para:

Regras Tipo C:

Vza - -dza
Vza -Jdza
o¥(z/y) - (z/y),

Onde a varidvel y é nova para o tableau e a¥ é obtida conforme definido acima.

Teorema 3.1  Seja o uma férmula na forma normal de Skolem. Podemos obter um tableau
atomicamente fechado para o usando o método dos tableaux sem unificagdo se e somente se
‘pudermos obter um tableau atomicamente fechado para a usando o método dos tableaux com .

unificacdo.

Prova Omitimos a prova por questio de espago. Para tanto, o leitor poderd referir-se a [4].
[Fim_da Prova)

Exemplo 3.1 Vamos provar a seguinte instancia da férmula de Barcan:3

VzOP(z) = OVz P(z).

3Note que utilizamos prefixos para nomear e Histingﬁit os tableaux.
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7, Vz~(OP(z) = OVzP(z)) (forma normal de Skolem férm. neg.)

1.

2. T, -(0OYP(y) = O°%WzP(z)) (del,pela regra C)

3. 77 OYP(y) (de 2, pela regra A)

4. T, -0O°%zP(x) (de 2, pela regra A)

5. T, —P(f(ey)) (de 4, pela regra F e skolemizagdo)
6. 7o P(y) (de 3, pela regra E)

Assim, o tableau é fechado unificando-se as férmulas 5 e 6. Note que ndo podemos renomear
a varidvel oy da férmula 5, mas podemos renomear a varidvel y da férmula 6 a fim de fazermos

a unificagdo.
Exemplo 3.2 Vamos tentar provar a seguinte férmula:

O3z P(z) = 320P(z)

1. 7y Vz~(03zP(z) = OP(z)) (forma normal de Skolem da férm. neg.)
2. T, —(0OY3P(z) = O°P(ey)) (del, pela regra C)

3. 7, 0OYIzP(z) (de 2, pela regra A)

4. Ty -0O°P(ey) (de 2, pela regra A)

5. T, =P(ey) (de 4, pela regra F)

6. T3 P(f(ey)) (de 3, pela regra E e skolemizagao)

Note que a varidvel oy da férmula ~0°Y P(ey) que originou o tableau 7; foi considerada na
skolemizagao de Jz P(z) como se ey fosse sua varidvel quantificada mais externa, dando origem
3 férmula P(f(ey)). Agora, ndo podemos fechar o tableau unificando as férmulas 5 e 6, pois

nao podemos renomear a variavel ey.

4 Conclusao

O refinamento linear para o método de resolu¢ido para légica modal proposicional de Farifias
del Cerro [6] foi proposto em [7]. O refinamento linear com cldusulas ordenadas (OL-deducdes)
dos métodos de resolugio? e tableau para légica modal de 12 com a férmula de Barcan foi
apresentado em [3]. Por ser bastante intuitivo e permitir uma boa visualisagdo das provas, o
uso do sistema de tableau facilitou sobremaneira na descoberta desta estratégia. Foram também
estabelecidas fortes ligacdes do método sendo apresentado com o principio de resolucdo, através
um algoritmo de transformagdo de provas pelo método doé tableaux para resolucdo e vice-versa

que serd objeto de um préximo artigo em elaboragao.

*Método de resolugio similar ao de [9]
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